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1. Elemente de calcul matriceal si sisteme de ecuatii liniare
1.1 Matrice
a) Notiuni teoretice si exemple

Notiunea de matrice

Definitie. Numim matrice de tipul (7, n) cu elemente numere
complexe, o functie A: {1,2,-+-,m} x {1,2,---,n} = C.

Notim AQ,j) = a;, i,j € {1,2,-+,m} X {1,2,.--,n}sielese
numesc elementele matricei.

Notim M,,, , (C) multimea matricelor de m linii si n coloane cu
coeficienti in C.

Notim M, (C) multimea matricelor de # linii si n coloane cu
coeficienti in C.
ayy alz)

Exemple. a) Pentrum =n = 2 avem: A = (a21 dzz

aii
b) Pentru m = 3,n = 1 obtinem matricea coloand A = (921).
asy
¢) Pentrum = 1,n = 2 obtinem matricea linic A = (a1 @12).
Egalitatea matricelor

Definitie. Dou# matrice A, B € M,, , (C) sunt egale dacé are loc
egalitatea a;; = by;, (V)i € {1,2,--,m}si(")j € {1,2,---,n}.

Exemplu. Matricele A = (x }_ 1 ;) siB = (JZC é) sunt egale

daci:1=x,x=1x+1=23=3x=1
Operatii cu matrice
1) Adunarea matricelor
Definitie. Fiind date 4, B € M, , (C) , numim suma matricelor
A si B, matricea C ale cdrei elemente sunt date de egalitatile ¢; =
= aij + bijl (V)l € {1; 2:"' ,7’)1,} §1 (V)] € {1: 2: o ;n}'

Proprietiti ale adunirii matricelor
a) Comutativitatea— A + B = B+ A (V)A,B € M, ,(C).
b) Asociativitatea: (A + B) + C = A+ (B + C)(V) A4, B,C M, ,(C).
¢) Elementul neutru - este matricea nuld 0,,, deoarece:
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A+ 0, =0, +A= A (VYAEM, ,(O.
d) Element invers — (¥) A € M, ,,(C),(3)A = —A astfel incat
A+ A=A+ A= 0,,.Matricea A" se numeste opusa matricei 4.
2) inmultirea cu scalari a matricelor

Definitie. Fiind datd matricea A € M,;,,(C) si «a €C numim
produsul dintre numérul a si matricea 4, matricea B, ale carei
elemente sunt date de egalititile b; = a - a; (V)i €{1,2,--.,m} si
W)j e{1,2,---,n}.

<4 (1 2 s a4 (1 2y _

;Ex«lemp;e.za) Dac6aA 1—2(2 3), atunci6-A4 =6 (2 3) =
=(6-2 6-3)=(12 18)'

Proprietiiti ale inmultirii cu scalari
a) 1-A=A,(WM)Ae M, ,(C).
b) a-(BA) = (af)A, Wa,B€C, A€M, ,(C).
o)(a+pB)-A=ad+BA (Ma,BEC A€M, ,(C).
d) a(A+B)=aA+aB,(Y)a€C, 4,BeM,,(C).
3) inmultirea matricelor

Definitie. Fiind date 4, B € M, ,, (C), numim produsul matricelor

A si B, matricea C ale carei elemente sunt date de
n

Cik = Zaij by, (Wie(L,2,,m}si(Mk e (1,2,-,n}.
i=1

Exemplu. A = (; i),B = ((2) ;), atunci: A- B =

(1 20 1\ _/1-0+2-2 1-1+4+2-3\_(4 7

‘(3 4)(2 3)'(3-0+4-2 3-1+4-3)‘ (8 15)'
Proprietiti ale inmultirii matricelor

a) Asociativitatea: (A*B)-C = A-(B-C) (V) 4,B,C € M, ,(C).

b) Elementul neutru in M, (C) este matricea unitate I, deoa-
1 0 0

rece:A-I, =1, A=A, (V) A€ M,(C),unde I, = 010 ’
0 0 1



¢) . Distributivitatea la. stinga a inmultirii fati de adunarea
matricelor: (V) A € M, ,(C) 5 B,C € M, ,(C) atunci are loc
egalitatea: A-(B+C) =A-B+A-C.
Transpusa unei matrice

Definitie. Fiind datd matricea A = (aij) € M, ,(C), numim
transpusa matricei 4, matricea notatd ‘A = (by) € M, ,, (C), unde
bkl = Qy, (V)k € {1, 2, ,Tl} §l (V)l € {1, 2, ,m}

Exemplu. Fiind datd 4 = (1 2N

4 5 6
1 4
este matricea ‘A=12 5]

3 6
Proprietiti ale operatiei de transpunere

a) (V)A € M, ,(C), aven: t( tA) = A.

b) (V)A € M,, ,(C) si V)a € C,avem: “(a-4) =a- A

¢) (V)A,B € M, (C) avem ‘(A+B) = ‘A+ 'B.

d) (WAEM,,,(C) si (V)BEM,,(C), are loc relatia:
‘(4:B) = tB tA.

), atunci transpusa matricei 4

b) Probleme rezolvate

. oo (1 =2y ., (31 .
1. Fie matricele: A = (3 7 ) siB = (2 5). Calculati:
A+ B; A—2B; B-A.

Solutie. 2) A + B = (; ‘72) + (g é) _ (é ig —7?++51) _

(¢ D0-G Dem= D=1 1Y
=(4 10)=’A_ZB= 3 7)_(4 10)="'=C1 —3)'

_ 3-1+1-3 3:(-2 1-7
B"":(; é)(;)l, 72)=(2-115-3 2-(—2315'7)=

(167 311)'

2. Se considera matricele:



=257l -G 9
Calculati:
a) A+B+C b) A+B-C d) ABC.

, 1+3-1 -2+1-3
Solutie. ) A+B+C=(; 12~ AT TS) <
=(3 —4)
15 21/°

ba+s-c=(1 000 TN =5 )

942=(3 F)(; 3)=
=(1-3+(—2)-2 1-14+(-2)- 5) -1 —9)

3:3+7-2 31475 )23 38_;39 e
ABC= (AB)C = (23 38)( ) (357 273)'
3. Fie matricele: A = . siB = ik . Calculati:

3 4 2 2 :
a) AB+§A 4 1b)i4B_,éA_ 55y
Sollfle.l ABl— (23 4) (2 2) (11 11)
S R
2 aB+Ba=(7 )+ 162) = (19 23)

b) AB —BA = (151 151) - (g 12) - (; :D

. a1 -1y ., (1 1 .
4. Fie matricele:'A = (2 3 ) siB = ( 1 - 1). Calculati:
a) A? b) B2

Solutie. a) A% = A4 = ( )( ) =

A T K

1 —-1/\1 -1
5. Se considerad matricele:
_(1 1 (1 1
A= (2 ) B= (—1 )
si functia f(x) = X2 + 2X + 41,. Calculati:
a) f(4) b) f(B) ¢) f(4B).
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Solutie. Avem: A% =AA = (% ;) (; ;) = (2 2) ;

wem=( ) )6 O
=0 N D=6 0

8) f(A) = A2 + 24 + 4, =(2 2)4_(2 i)+(g 2)=
- (190 154)'

b)f(B)=Bz+ZB+412=(g g)+(_22 _22)+(‘; 2)=
=(—62 3)

o fam=r((§ )= 'e2-(d Yewe=(
6. Determind matricea X allstfel ;ncﬁt sa’é aiba loc egalitatea:
-1 - 1
w+(23 )= 2)

Solutie. 3X + (:; :i) = ((2) ;) =3X = ((2) ;) -

-(32 =G D=x=3G 9=G 2

1 2
X+2Y =
H

7. Rezolvati sistemul matriceal: ;

13
X-2Y=
s 7

Solutie.  Folosim metoda reducerii. Adunind membru cu
membru cele doui ecuatii obtinem: (X + 2Y) + (X —2Y) =
5

1
= G i) + (é 3), sau 2X = (; 151) =>X= (4 121).

2
Scizand membru cu membru cele doud ecuatii obtinem:

(X+2Y)—(X—2Y)=G i)‘(é 3;):

9



0 -1

=4y = (—2 -3

da |l s |

1 3 5
X+Y=(—2 0 4)
2 00
1 0 -1\
X—2Y=(1 0 —5)
2 -3 3/

Solutie. Folosim metoda reducerii. Scazand membru cu membru
cele douid ecuatii obtinem: (X +Y) — (X — 2Y) =

8. Rezolvati sistemul matriceal:

1-1 3—-0 5-(-1) 0 3 6
=||{-2-1 0 4—(-5)|1=>3¥Y={-3 0 9)::»
2-2 0—-(-3) 0-3 0 3 -3

0 1 2 1 2 3
=>2Y={-1 0 3 |>-=2X={-1 0 1).
0 1 -1 2 -1 1

9. Determind x, y € R astfel incét sd aibi loc egalitatea:

x+l y+2) (2 3
2x-1 3y-1 x 2y )
Solutie. Folosind egalitatea matricelor obtinem simultan:
x+1=2y+2=3;2x—1=x3y—-1=2y=>
s>x=Ly=Lx=Ly=1=>x=1y=1

a Z), a,b € R, astfel incét si aibi loc

egalitatea: (_11 1) (Z Z) = (‘; Z) (_11 D
Solutie. Dupd inmultirea matricelor obtinem egalitatea:

atc b+d\ _ra—b a+b .
—a+c¢ —b+d)_(c—d c+d)=>a+c—a b;
b+d=a+b;,—a+c=c—-d;, -b+d=c+d=-=
=>b=-csia=d.Dacinotim:a =d =xsib=—-c=y=>

e h v = —vd =i : (x0T
=a=x,b=y,c=—y,d = x si matricea este: (—y x)’ x,y €ER.
10
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11. Se considerd matricele A, B astfel incat:

+ 1\ | 2 -1
A-B= si2-A+B= .
11 -1 2

Calculeaza produsul 4-B.
Solutie. Se rezolva sistemul si se obtine solutia: A = (é (1))
B = (_01 01). Atunci: AB = ((1) 2) (_01 _01) ( _1)

12. Determinati puterea # a matricei A = (é g)
Solutie. Avem: A> = A-A = ((1) g) ((1) g) = ((1) g) = A,

Demonstram prin inductie matematica ca A" = (3 g)

Presupunem ca A" = (3 g) si demonstrim ci A"t! = (1 0).

0
fntr-adevar A"+l = A"A = ((1) g) ((1) 8) = (1) g)

13. Determinati puterea n a matricei A = ((1) 1).

0
Solutie. Avem: A2 =A-A = (é (1)) ((1) é) = (é (1)) = A.
Demonstram prin inductie matematica ca A" = ( 0 (1))

Presupunem ci A" = (é (1)) si demonstrim ci A"t! = (1 1).

0 0
intr-adevar A"*1 = A"A = (3 (1)) ((1) (1)) = ((1) (1))

14. Determinati puterea n a matricei A = ( d )

1 -1
Solutie. Avem: 4> =A-A4 = (_11 _11) (_11 _11) =

= (g g) Demonstrim prin inductie matematicd cad A" = (g 8)
Presupunem cd A" = (g g) si demonstram ca A"t! = (g g)
intr-adevir A1 = A"A = ( )(_ _1) (g g)
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15. Determinati puterea »'a'matricei A = (2 0).

0 3
. a2 aa_ (2 0y(2 0y_ (22 0
Solutie. Avem: A“ =A-A = (0 3) (0 3) = (no 32).
Demonstrdm prin inductie matematica ca A™ = (20 3()")
n
Presupunem ca A" = (20 391) si demonstram ci:
n+l _ 2n+1 0
A _( 0 3n+1)'
Trtre ~n+1_n_2n0 20_2n+1 0
Intr-adevar A" ™" = A"A = (0 3n) (0 3) = ( 0 3n+1).
. .. (11
16. Determinati puterea » a matricei A = (0 1).
. a2 a2 (1 Iyl 1y_(1 2
Solutie. Avem: A2 =A-A = (0 1) (0 1) = (0 1)
Demonstram prin inductie matematicd ca A" = ((1) q)

(
(

1 n
01
Lont 1). fntr-adevar A"*! = 4”4 = (1 n) (1 1) =

0 1 0 1/\0 1
1n+1)

0 1

Presupunem ci A" = ( ) si demonstram ci A"t =

17. Determinati puterea » a matricei A = ((1) _11)

. a2 a4 1 1y 1y _ /1 0y _
Solutie. Avem.A. =A-A= (0 _1) (0 _1) = (0 1) =
=[2 §iA3 =A2'A=12'A=A.

Demonstrim prin inductie matematica ci A%" = I, si A" 1 = A,

a) Presupunem ci A%" = [, si demonstram ci A2+ = [,

intr-adevz'lr AZ(n+1) = A2n+2 = AZn .AZ = Iz .12 = [2.

b) Presupunem ci A%**! = A si demonstrim ci A% +3 = A.

intr-adevir A" T3 = A1 A2 =4 A=A, = A.

1 00
18. Determinati puterea n a matricei A = (0 1 0).
0 0 0
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1.0 0n/1 O O
Solutie. Avem: A2=A4-4=10 1 0o}{0 1 0):

0 0 0/\0 O O

1 0 0

= (0 1 0) = A. Demonstrdm prin inductie matematica ca
0 0 0L

A™ = A. Presupunem ca A" = A si vom demonstra cd A"*1 = A.
intr-adevar A"l =A"-A=A-A=A.

1 0 1
19. Determinati puterea » a matricei A = (0 0 0).
1 0 1

1 0 1\/1 0 1 2 0 2
Solutie. A2=A-A=(o 0 0)(0 0 0)=(0 0 0);
1 0 1/\1 0 1 2 0 2
2 0 2y/1 0 1 4 0 4
A3=A2-A=(0 0 0)(0 0 _0)=(0 0 0)=
2 0 2/\1 0 1 4 0 4

22 0 22 zn—l 0 2n—1
={0 0 0 | Demonsttimca:A"={ 0 0 0 |
22 0 22 2n—1 0 2n—1
211—1 0 zn—l
Presupunemci A" =| 0 0 0 |sivomdemonstracd
2n—1 0 2n—1

2t 0 2m\
Al =0 o0 0 | intr-adevir A"*1 =A"-A =
20 0 2*

2n~1 0 2 1\/1 0 1 2 0 2"
=1 0 0 0 0 0 O0)=-==10 0 0]
2n~1 0 27~ 1/\1 0 1 2"n 0 2%
. . (1 a
21. Fie matricea 4, = (0 1) € M,(R).

Aritatica Ay, = A, - Ap (V)a, b € R.

Solutie. Avem: A, - 4, = ((1) N fl’) = et b) =
= Aa+b-
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22. Fie-matricele: A = (1 0) siB = (0 1).

1 0 0 1
Calculati A" B™", (A + B)" pentru neN,n=2.
Solutie. ( )( ) (i 8) = A, iar prin inductie

se aratd cid A" =

B? —( )( ) ( ) B, iar prin inductie se aratd ca
=B.

arp=(3 o) +(p 1)=(1 )=@+mr=
=( )( )( )(A+B)3=(A+B)2(A+B)=

(2 2)( ) ( ) (gz %2) iar prin inductie se aratd

ca(A+B)" = (2 oo 1).

m

2?1—1 zn—l
1 00 011
23. Fie matricele: /=0 1 01|, A4=|1 0 1
0 0 1 1 1 0

Calculati 4% si aratati ca 4> = 4 + 2I.

01 1\/0 1 1
Solngie.Azz(l 0 1)(1 0 1>=(
11 0/\1 10 1 1 2
01 1 2 00
'=(1 0 1)+(0 2 0)=A+21.
110 0 0 2
1 0 0
24. Determinati puterea n a matricei A = (1 1 0).
11
1 0 0N/1 0 O 100
Solutie. A2=A-A=(1 1 0)(1 1 0)=(2 1 0);
11 0/\1 1 0 2 10
0
1
1

1 0 0\/1 0 1 00
AA=A7-4A=(2 1 0)(1 0 =(3 1 0).
2 1 0/ \1 0 310
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